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Аннотация

Рассматриваются обобщения теорем Эберлейна и Гротендика о предком-
пактности функциональных пространств: если X — счетно компактное про-
странство и Cp(X) — пространство непрерывных функций в топологии по-
точечной сходимости, то любое счетно компактное подпространство простран-
ства Cp(X) предкомпактно, то есть имеет компактное замыкание. В работе
представлен обзор результатов по этой теме. Доказано, что если псевдоком-
пактное X содержит плотное линделёфово Σ-пространство, то псевдоком-
пактные подпространства пространства Cp(X) предкомпактны. Если X яв-
ляется произведением полных по Чеху пространств, то ограниченные под-
множества пространства Cp(X) предкомпактны. Также получены результа-
ты о непрерывности раздельно непрерывных функций.

1 Введение
Пусть X — тихоновское пространство и Cp(X) — пространство непрерывных
функций на X в топологии поточечной сходимости. В [12] Эберлейн доказал тео-
рему (часть теоремы Эберлейна–Шмуляна), которое эквивалентно утверждению:
для компактных X любое относительно счетно компактное подмножество про-
странстваCp(X) предкомпактно. Гротендик [13] показал, что этот результат оста-
ется верным для счетно компактногоX . В дальнейшем эти результаты обобщались
в разных направлениях [21, 20, 19, 32, 6, 33, 34, 2, 10, 1].

Пусть X — пространство и Y ⊂ X . Будем говорить, что

(Rk) Y предкомпактно (также говорят: Y относительно компактно) в X , если Y
компактно;

(Rcc) Y относительно счетно компактно вX , если любая последовательность (xn)n∈ω ⊂
Y имеет предельную точку в X ;

(Rpc) Y относительно псевдокомпактно в X , если существует псевдокомпактное
Z , такое, что Y ⊂ Z ⊂ X ;
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(Rb) Y ограничено вX , если любая непрерывная функция f : X → R ограничена
на Y .

Пространство X назовем µcc-полным (µpc-полным, µb-полным) пространством,
если для каждого Y ⊂ X выполняется условие: если Y относительно счетно ком-
пактно (относительно псевдокомпактно, ограничено) в X , то Y предкомпактно
в X . Пространство X назовем µ#

cc-полным (µ#
pc-полным, µ#

b-полным) простран-
ством, если Cp(X) является µcc-полным (µpc-полным, µb-полным).

Ниже мы формулируем наиболее важные обобщения теорем Эберлейна и Гро-
тендика. Определение перечисленных ниже пространств можно найти в разделе
2. Пространства из левого столбца µ̃-полны для µ̃ ∈ {µ#

cc, µ
#
pc, µ

#
b }, если в соот-

ветствующем столбце стоит знак +++, и есть контрпример, если стоит знак −−−.

N класс пространств µ#
cc µ#

pc µ#
b

1 компактные +++1 +++ +++ [6]
2 счетно компактные +++2 +++ +++ [6]
3 счетно пракомпактные +++ +++ +++ [33]
4 псевдокомпактные +++ −−−3 −−−
5 σ-компактные +++ +++ −−−4

6 содержащие плотное σ-
компактное подпространство +++5 +++ −−−

7 содержащие плотное σ-праком-
пактное подпространство +++ +++ [33] −−−

8 содержащие плотное σ-ограничен-
ное подпространство +++ [14] −−− −−−

9 линделёфовы p-пространства +++ +++ +++ [34]
10 линделёфовы Σ-пространства +++ [2] −−− [2] −−−
11 kσ-окрашенные пространства +++ +++ [33] −−−
12 pσ-окрашенные пространства +++ [33] −−− −−−
13 пространства счетной тесноты +++ [20] +++ +++ [6]
14 k-пространства +++ [20] +++ +++ [6]

Таблица 1: Обобщения теоремы Гротендика, I.

Псевдокомпактные µ#
pc-полные пространства будем называть µ#

pc-псевдоком-
пактными пространствами. Пространства X и Y образуют пару Гротендика [22],
если любой непрерывный образ пространства X в Cp(Y ) предкомпактен. Псев-
докомпактное пространство X является µ#

pc-псевдокомпактным, если и только Y
и X образуют пару Гротендика для любого псевдокомпактного пространства Y
(предложение 5). ПространствоX назовем коровинским (или пространством Ко-

1Теорема Эберлейна [12].
2Теорема Гротендика [13].
3Пространство из [29] является примером, как заметил В. В. Ткачук; см. также [26].
4См. предложение III.4.18 из [34]; этот результат принадлежит O. Г. Окуневу.
5В учебниках по функциональному анализу это утверждение называют теоремой Эберлейна–

Гротендика [31].
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ровина) [26], если (X,X) — пара Гротендика. Любое µ#
pc-псевдокомпактное про-

странство является коровинским. В [22, 27, 24, 25, 26] показана роль коровинских
пространств в топологической алгебре. Нас в наибольшей степени интересуют
µ#
pc-псевдокомпактные пространства.

В разделе 4 получены некоторые классы µ#
pc-псевдокомпактных пространств

(теоремы 4, 6 и 7). В следующей теореме собраны результаты из перечисленных
утверждений.

Теорема 1. ПустьX — псевдокомпактное пространство, Y ⊂ X = Y и Y удовле-
творяет какому-либо из перечисленных ниже условий: (1) является точечно почти
qD-пространством; (2) σ-β-неблагоприятно; (3) является сильно бузиадовским;
(4) является W̃ -пространством; (5) имеет счетный π-характер; (6) является линде-
лёфовым Σ-пространством; (7) является непрерывным образом kσ-окрашенного
пространства Z , для которого выполняется одно из условий:

(a) Z ω-устойчиво и e(Zn) ≤ ω для любого n ∈ ω;

(b) (MA + ¬CH) e(Zn) ≤ ω для любого n ∈ ω;

(c) (PFA) e(Z) ≤ ω.

Тогда любое псевдокомпактное подмножество Cp(X) предкомпактно, то есть X
µ#
pc-псевдокомпактно.

Теорема 1(6) (теорема 7) является одним из основных результатов статьи.
В разделе 3 изучаются раздельно непрерывные функции; нас интересует, когда

такие функции квазинепрерывны (предложение 4). Отметим теорему 3, которая
усиливает теорему Бузиада [9, Theorem 2.3]. В разделе 5 рассматриваются свой-
ства расположения, получен новый широкий подкласс µ#

cc-полных пространств
(теорема 8). Решаются задачи из [34, задача III.4.25] и [33, задача 8.9]. В разделе 6
изучается игра Асанова–Величко. Определены широкие подклассы µ#

cc-полных,
µ#
pc-полных и µ#

b-полных пространств (теоремы 9, 10 и 11). Доказано, что произ-
ведение полных по Чеху пространств µ#

b-полно (предложение 25). Дополним таб-
лицу 1 новыми результатами из этой статьи.

N класс пространств µ#
cc µ#

pc µ#
b

15 bσ-окрашенные пространства +++ −−− −−−
16 wb-qf -пространства +++ −−− −−−
17 wc-qf -пространства +++ +++ −−−
18 ws-qf -пространства +++ +++ +++
19 почти qD-пространства +++ +++ +++

20 произведение
полных по Чеху пространств +++ +++ +++

Таблица 2: Обобщения теоремы Гротендика, II.
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2 Определения и обозначения
Далее под пространствами подразумеваются тихоновские топологические про-
странства. Для множества X через P(X) или 2X будем обозначать множество
всех подмножеств множества X .

Первый счетный ординал обозначается ω — это множество всех натураль-
ных чисел вместе с 0; N = ω \ { 0 } — множество положительных натураль-
ных чисел. Целое не отрицательное число n ∈ ω также является ординалом:
n = { 0, 1, . . . , n− 1 }.

Терминология и обозначения соответствуют книгам [35, 34, 15].

2.1 Свойства типа компактности
Пространство X называется счетно компактным, если любая последовательность
(xn)n∈ω ⊂ X имеет предельную точку в X . Пространство X называется счетно
пракомпактным, если существует плотное подпространство Y ⊂ X = X , относи-
тельно счетно компактное в X . Пространство X называется псевдокомпактным,
если любая непрерывная функция на X ограничена.

Пространство X называется σ-компактным (σ-счетно компактным, σ-счетно
пракомпактным, σ-счетно псевдокомпактным), если X =

⋃
n∈ωXn, где каждое

Xn компактно (счетно компактно, счетно пракомпактнo, псевдокомпактно). Под-
множество Y ⊂ X называется σ-ограниченным, если Y =

⋃
n∈ω Yn, где каждое

Yn ограничено в X . Пространство X называется слабо счетно пракомпактным,
если оно содержит плотное σ-счетно пракомпактное подпространство.

Пространство X является линделёфовым p-пространством, если X замкнуто
вкладывается в произведение компакта и сепарабельного метризуемого простран-
ства. ПространствоX является линделёфовымΣ-пространством, еслиX является
непрерывным образом линделёфова p-пространства. Такие пространства также
называются счетно определяемыми (countably determined).

2.2 Семейства подпространств, порождающие топологию
Пусть X — пространство, M — семейство подпространств пространства X и⋃
M = X . Будем говорить, что семейство M

(Gt) определяет топологию X , если выполняется условие: F ⊂ X замкнуто то-
гда и только тогда, когда F ∩M замкнуто в M для каждого M ∈ M;

(Gf ) функционально порождаетX , если выполняется условие: функция f ∈ RX

непрерывна тогда и только тогда, когда f |M ∈ Cp(X|M) для любого M ∈
M;

(Gsf ) сильно функционально порождает X , если выполняется условие: функция
f ∈ RX непрерывна тогда и только тогда, когда f |M ∈ Cp(M) для любого
M ∈ M.

Отметим, что (Gt) ⇒ (Gsf ) ⇒ (Gf ).
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Пространство X имеет счетную тесноту (является k-пространством, являет-
ся секвенциальным пространством), если семейство всех счетных (компактных,
метризуемых компактных) подпространств пространства X определяет тополо-
гию X . Пространство X имеет слабую функциональную счетную тесноту (явля-
ется kR-пространством), если семейство всех его счетных (компактных) подпро-
странств функционально порождает пространство X . Слабую функциональную
счетную тесноту также называют счетной минитеснотой [4] или счетной R-тесно-
той [34]. Пространство X имеет функциональную счетную тесноту, если семей-
ство всех его счетных подпространств сильно функционально порождает X .

Обозначим черезPs(X) семейство всех сепарабельных подмножеств простран-
стваX , через Pc(X) — семейство всех слабо счетно пракомпактных подмножеств
X , черезPp(X)— семейство всех подмножествX , в которых плотно некотороеσ-
псевдокомпактное подмножество, и через Pb(X) — семейство всех подмножеств
X , в которых плотно некоторое σ-ограниченное подмножество.

ПространствоX функционально порождается семействомPs(X), если и толь-
ко если слабая функциональная теснота пространстваX счетна. ПространствоX
называется kσ-окрашенным (kσ-flavoured) [2], если оно функционально порожда-
ется семействомPc(X). ПространствоX назовем bσ-окрашенным, если оно функ-
ционально порождается семейством Pb(X). В [33, Определение 8.8] такие про-
странства назывались bσ-пространствами. ПространствоX назовем pσ-окрашенным,
если оно функционально порождается семейством Pp(X).

2.3 Кардинальные инварианты
Пусть (X, T ) — пространство. Число Линделёфа l(X) и экстент e(X) простран-
ства X определяются так:

l(X) = min{τ : для любого открытого покрытия γ пространства X
существует подпокрытие µ ⊂ γ, такое, что |µ| ≤ τ}

e(X) = min{τ : если D ⊂ X — дискретное замкнутое подмножество,
то |D| ≤ τ}.

2.4 Пространства функций в топологии поточечной сходимости
Пусть X — пространство. Через C(X) обозначается множество всех непрерыв-
ных функций на X , а через RX — множество всех функций на X с топологией
тихоновского произведения. Пространство непрерывных функций на X с топо-
логией поточечной сходимости обозначим черезCp(X); эта топология индуциру-
ется вложением Cp(X) ⊂ RX . Для Y ⊂ X положим

πX
Y : RX → RY , f 7→ f |Y , Cp(X|Y ) = πX

Y (Cp(X)).

Отображение πX
Y называется отображением ограничения или проекцией функ-

циональных пространств; Cp(X|Y ) ⊂ Cp(Y ) — это пространство непрерывных
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функций на Y , которые продолжаются до непрерывных функций наX . Для отоб-
ражения множеств ϕ : X → Y отображение

ϕ# : RY → RX , f 7→ f ◦ ϕ,

называется встречным отображением к отображению ϕ. Если ϕ непрерывно, то

ϕ#(Cp(f(X)|Y )) ⊂ Cp(X)

и отображение ϕ# вкладывает Cp(f(X)|Y ) в Cp(X). Непрерывное отображение
ϕ называется R-факторным, если ϕ сюрьективно и выполняется условие: функ-
ция f ∈ RY непрерывна тогда и только тогда, когда функция f ◦ ϕ непрерыв-
на. Сюрьективное непрерывное отображение ϕ R-факторно, если и только если
ϕ#(Cp(Y )) замкнуто в Cp(X) [34].

Если Y ⊂ Cp(X), то диагональное произведение

∆(Y ) : X → Cp(Cp(X)|Y ) ⊂ Cp(Y ), ∆(Y )(x)(f) = f(x)

непрерывно [34, предложение 0.5.1] и отображение

∆(∆(Y )(X)) : Y → Cp(∆(Y )(X))

является топологическим вложением.
Пространство X называется пространством Прейсса–Симона, если для каж-

дого незамкнутого множества A ⊂ X и каждой точки x ∈ A \ A существу-
ет последовательность (Un)n∈ω открытых в A множеств, которая сходится к x
[34]. Ясно, что пространство Прейсса–Симона является пространством Фреше–
Урысона. Компакты Эберлейна — это компактные подмножества банаховых про-
странств в слабой топологии. Компакты Эберлейна характеризуются как ком-
пактные подпространства пространстваCp(X) для компактныхX . Компакты Эбер-
лейна являются пространствами Прейсса–Симона [19], [34, раздел IV.5]. Ком-
пакты Прейсса–Симона характеризуются тем, что их псевдокомпактные подпро-
странства компактны.

2.5 Топологические игры
Топологическая игра — это игра, определение которой зависит от параметров
(X1, X2, . . . , Xm). Среди параметров есть топологическое пространство; будем
считать, что первый параметрX1 — это пространство. Игра определяется прави-
лом ходов игры R(X1, X2, . . . , Xm) и правилом определения победителя в игре
V . Мы рассматриваем игры с двумя игроками; в этой работе это игроки α и β. В
топологических играх используются бесконечные счетные последовательные иг-
ры. Иногда используются топологические игры несчетной длины.

В зависимости от параметров (X1, X2, . . . , Xm) в соответствии с правилом хо-
дов игры R определяется

(M ) множество всех допустимых ходов M . Множество

M<ω =
⋃
n∈ω

Mn
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является множеством возможных частичных партий игры. Кроме того, опре-
делены

(Φ) Φ: M<ω → 2M — функция определения допустимых ходов для следующе-
го хода и

(p) p : ω → P = {α, β } — функция определения очередности хода: n-й ход
делает игрок p(n).

Игроки последовательно делают ходы, на n-м ходу игрок θ = p(n) ∈ {α, β },
чья очередь ходить, делает ход и выбирает некоторый объектxn ∈ Φ(x0, x1, . . . , xn−1).
После счетного числа ходов получаем партию (xn)n∈ω . В соответствии с прави-
лом V определения победителя в игре по партии (xn)n∈ω ∈ Mω определяется
победитель.

Стратегия sθ игрока θ ∈ {α, β } — это функция

sθ : M
∗
θ =

∏
n∈p−1(θ)

Mn →M,

для которой sθ(t) ∈ Φ(t). Для n ∈ p−1(θ), на n-м ходу игрок θ выбирает xn =
sθ(x0, x1, . . . , xn−1).

Стратегия sθ называется выигрышной, если при любой стратегии другого иг-
рока после розыгрыша получается партия (xn)n∈ω , которая в соответствии с пра-
вилом V определения победителя в игре определяется как выигрышная для θ.

Игру с правилами игры R, правилами V определения победителя и парамет-
рами (X1, X2, . . . , Xm) будем обозначать

Γ(R(X1, X2, . . . , Xm), V ).

Игру назовем θ-благоприятной, если у игрока θ есть выигрышная стратегия, и θ-
неблагоприятной, если у игрока θ нет выигрышной стратегии.

При описании игры игра делится на шаги; в течение одного шага игроки де-
лают свои ходы.

2.6 Разные топологические свойства
Пусть X — пространство и x ∈ X .

Точкаxназывается точкой счетного характера, если вx есть счетная база окрест-
ностей. Точка x называется точкой счетного π-характера, если в x есть счетная
π-база. Семейство P открытых подмножеств X называется π-базой в x, если для
любой окрестности U точки x существует V ∈ P , для которого V ⊂ U .

Отображение f : X → Y топологических пространств называется квазине-
прерывным, если Int f−1(U) плотно в f−1(U) для любого непустого открытого
множества U ⊂ Y . Отображение f : X × Y → Z топологических пространств
называется сильно квазинепрерывным в (x∗, y∗) ∈ X×Y , если для любой окрест-
ностиW ⊂ Z точки f(x∗, y∗)и любой окрестностиU×V точки (x∗, y∗) существу-
ют непустое открытое множество U ′ ⊂ U и окрестность V ′ ⊂ V точки y∗, такие,
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что f(U ′ × V ′) ⊂ W . Если f сильно квазинепрерывно во всех точках X × Y , то
отображение f называется сильно квазинепрерывным.

Пусть D ⊂ X = D. Точка x называется q-точкой (qD-точкой (относительно
D)), если существует последовательность (Un)n∈ω окрестностей точки x, такая,
что если xn ∈ Un (xn ∈ Un ∩D), то последовательность (xn)n∈ω накапливается к
некоторой точке пространства X .

В [16] была предложена следующая игра. ПустьX — пространство, x∗ ∈ X и
D ⊂ X = D. Определим правила ходов игрыNP (X,x∗, D). ПоложимU−1 = X .

n-й
ход.

Игрок β выбирает xn ∈ Un−1∩D. Игрок α выбирает окрестностьUn точки
x∗.

После счетного числа ходов получаем партию:

(x0, U0, . . . , xn, Un, . . .).

Определим правило определения победителя:

(SQ) последовательность (xn)n∈ω накапливается к некоторой точке.

Точка x∗ называется почти qD-точкой, если игра Γ(NP (X,x∗, D), SQ) α-бла-
гоприятна. Пространство X называется q-пространством, если любая точка x ∈
X является q-точкой. Пространство X называется qD-пространством (почти qD-
пространством), если существует плотное множество D ⊂ X = D, такое, что
любая точка x ∈ X является qD-точкой (почти qD-точкой) относительно D. Про-
странствоX назовем точечным qD-пространством (точечным почти qD-пространством),
если для любой точки x ∈ X существует плотное D ⊂ X = D, такое, что точка x
является qD-точкой (почти qD-точкой) относительно D.

ПространствоRR является почти qD-пространством, но не содержит qD-точек
[16, Remarks 2].

2.7 Замечание о терминологии
В этой работе мы будем использовать унифицированные названия для изучаемых
классов пространств.

В [2, 3, 24, 1, 26] µcc-, µ#
cc-, hµcc-, hµ#

cc-полные пространства называются, соот-
ветственно, g-пространствами, слабо гротендиковскими пространствами, наслед-
ственно g-пространствами, гротендиковскими пространствами; µpc-, µ#

pc-, hµpc-
, hµ#

pc-полные пространства называются pc-пространствами, слабо pc-гротенди-
ковскими пространствами, hpc-пространствами, pc-гротендиковскими простран-
ствами; µb-, µ#

b-, hµb-, hµ#
b-полные пространства называются og-пространствами,

слабо oc-гротендиковскими пространствами, наследственно og-пространствами,
oc-гротендиковскими пространствами.

В работах [6, 1] µb-полные пространства называются µ-пространствами, а в
работе [5] — µ-полными пространствами.
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3 Квазинепрерывность раздельно непрерывных функ-
ций

ПустьX и Y — пространства и Φ: X ×Y → R — раздельно непрерывная функ-
ция. Определим отображения

ϕX : X → Cp(Y ), ϕX(x)(y) = Φ(x, y),

ϕY : Y → Cp(X), ϕY (y)(x) = Φ(x, y).

Для Φ рассмотрим условия:

(SCF1) существует плотное Gδ-множество D ⊂ Y = D, такое, что функция Φ
непрерывна в каждой точке (x, y) ∈ X ×D;

(SCF2) функция Φ квазинепрерывна;

(SCF3) замыкание ϕX(X) в Cp(Y ) компактно;

(SCF4) Φ продолжается до раздельно непрерывной функции на β X × β Y ;

(SCF5) замыкание множества ϕY (Y ) в Cp(X) компактно;

(SCF6) существует плотное Gδ-множество E ⊂ X = E , такое, что функция Φ
непрерывна в каждой точке (x, y) ∈ E × Y .

Условие (SCF6) для функции Φ называется свойством Намиоки. Если любая
раздельно непрерывная функция на произведении X × Y имеет свойство Намио-
ки, то говорят, что пара пространствX и Y имеет свойство Намиоки. Между раз-
дельно непрерывными функциями на X × Y и непрерывными отображениями
из X в Cp(Y ) существует естественная биекция: Φ 7→ ΦX . Поэтому X и Y об-
разуют пару Гротендика, если и только если для каждой раздельно непрерывной
функции Φ на X × Y выполняется условие (SCF3) .

ЕслиX иY — псевдокомпактные пространства, то для любой раздельно непре-
рывной функции Φ условия (SCF1)–(SCF6) эквивалентны [24, Theorem 1]. Следо-
вательно, выполняется следующие утверждение.

Теорема 2. Пусть X и Y — псевдокомпактные пространства. Тогда следующие
условия эквивалентны:

(1) для X и Y выполняется свойство Намиоки;

(2) для Y и X выполняется свойство Намиоки;

(3) (X,Y ) — пара Гротендика;

(4) (Y,X) — пара Гротендика;

(5) для любой раздельно непрерывной функции Φ: X × Y → R выполняется
любое из эквивалентных условий:

(a) функция Φ квазинепрерывна;
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(b) Φ продолжается до раздельно непрерывной функции на β X × β Y .

Предложение 1. ПустьX и Y — пространства и Φ: X×Y → R раздельно непре-
рывная функция. Если выполняется какое-либо из перечисленных ниже условий,
то F — квазинепрерывная функция:

(1) условие Намиоки (SCF1);

(2) существует плотное подмножество D ⊂ Y = D, такое, что выполняется
какое-либо из перечисленных ниже условий:

(a) функция Φ|X×D квазинепрерывна;
(b) функция Φ квазинепрерывна в точках X ×D;
(c) функция Φ сильно квазинепрерывна в точках X ×D;
(d) для y ∈ D множество {x ∈ X : Φ непрерывна в точке (x, y) } плотно

в X ;
(e) функция Φ непрерывна в точках множества X ×D.

Доказательство. Очевидно, (1) ⇒ (e) ⇒ (d) и (c) ⇒ (b) ⇒ (a). Из (a) вытекает ква-
зинепрерывность функции Φ [24, Proposition 3].

Проверим, что (d) ⇒ (c). Пусть (x, y) ∈ X ×D, U × V — окрестность точки
(x, y) и O ⊂ R — открытая окрестность точки Φ(x, y). Так как множество

M = {x′ ∈ X : Φ непрерывна в точке (x′, y) }

плотно вX и функцияΦ раздельно непрерывна, то существует x′ ∈ U∩M , для ко-
торого Φ(x′, y) ∈ O. Так как Φ непрерывна в точке (x′, y), то существует окрест-
ность U ′ × V ′ точки (x′, y), для которой Φ(U ′ × V ′) ⊂ O и U ′ × V ′ ⊂ U × V .

Ниже мы приводим описание игры Кристенсена–Сен-Раймонда [11, 28] и ее
модификации из [7].

Пусть X — пространство. Определим правила ходов игры Chr(X). Играют
два игрока, α и β. Положим W−1 = X .

n-й
ход.

Игрок β выбирает непустое открытое множество Vn ⊂ Un−1. Игрок α вы-
бирает непустое открытое множество Un ⊂ Vn и xn ∈ X .

После счетного числа ходов получаем партию:

(V0, U0, x0, . . . , Vn, Un, xn, . . .).

Правило определения победителя таково:

(OPp) игрок α выиграл, если
⋂

n∈ω Vn ∩ {xn : n ∈ ω } 6= ∅;

(OPf ) игрок α выиграл, если множества
⋂

n∈ω Vn и {xn : n ∈ ω } функционально
не отделимы.
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Пространство X назовем σ-β-неблагоприятным (σf -β-неблагоприятным), ес-
ли играΓ(Chr(X), OPp) (Γ(Chr(X), OPf ))β-неблагоприятна. В [7]σf -β-неблагоприятные
пространства называют σC(X)-β-неблагоприятными.

Следующая теорема усиливает теорему 2.3 из работы [9].

Теорема 3. Пусть X — σf -β-неблагоприятное пространство, Y — пространство
и y∗ ∈ Y — почти qD-точка. Тогда функция Φ сильно квазинепрерывна в любой
точке (x∗, y∗) для всех x∗ ∈ X .

Доказательство. Пусть D ⊂ Y = D и y∗ — почти qD-точка относительно D.
Пусть s является выигрышной стратегией в игре G = Γ(NP (Y, y∗, D), SQ) и

Wn = s(y0,W0, . . . , yn−1,Wn−1, yn) (1)

для партии (yn,Wn)n∈ω игры G.
Возьмем x∗ ∈ X . Предположим, что функция Φ не сильно квазинепрерывна в

(x∗, y∗). Положим f(x, y) = Φ(x, y)−Φ(x, y∗) для (x, y) ∈ X×Y . Тогда функция
f раздельно непрерывна, f(x, y∗) = 0 для x ∈ X и f не сильно квазенепрерывна
в (x∗, y∗), то есть существуют ε > 0 и окрестность U∗ ×W∗ точки (x∗, y∗), для
которых U∗ × { y∗ } ⊂ f−1(R \ (−3ε,+3ε)). Положим

Q0 = f−1((−ε,+ε)) и Q1 = f−1(R \ [−2ε,+2ε]) ∩ (U∗ ×W∗).

Тогда X × { y∗ } ⊂ Q0 и U∗ × { y∗ } ⊂ Q1. Пусть π есть проекция произведения
X × Y на Y .

Определим стратегию для игрока β в игре Q = Γ(Chr(X), OPf ). Положим
U−1 = U∗, S−1 =W∗ и x−1 = x∗.

На n-м шаге мы будем строить (Vn, Un, xn) и (yn, Sn,Wn), где yn ∈ Y , Sn и
Wn — открытые окрестности точки y∗. При этом будет выполняться условие:

(?) yn ∈ Sn ∩D ⊂ Sn ⊂ Sn−1 ∩Wn−1, {xn } × Sn ⊂ Q0 и Vn × { yn } ⊂ Q1.

n-й
ход.

Пусть Sn — окрестность точки y∗, такая, что Sn ⊂ Sn−1 ∩Wn−1 и {xn } ×
Sn ⊂ Q0. Множество S′ = π(Q1 ∩ (Un−1 × Sn)) открыто и плотно в Sn.
Возьмем yn ∈ Q ∩ S′ ⊂ Wn. Определим Wn формулой (1). Выберем непу-
стое открытое множество Vn ⊂ Un−1 таким образом, что Vn × { yn } ⊂ Q1.
Игрок α выбирает непустое открытое множество Un ⊂ Vn и точку xn ∈ X .

Так как игра Q β-неблагоприятна, то для некоторой партии (Vn, Un, xn)n∈ω

игрок α выигрывает, то есть выполняется условие (OPf ), а это означает, что мно-
жество R = {xn : n ∈ ω } функционально неотделимо от G =

⋂
n∈ω Vn.

Так как s — выигрышная стратегия в игре G , то последовательность (yn)n∈ω

накапливается к некоторой точке y′ ∈ Y . Положим g(x) = f(x, y′) для x ∈ X .
Из (?) вытекает, что y′ ∈ Sn, (xn, y′) ∈ {xn } × Sn ⊂ Q0 и g(xn) = f(xn, y

′) ∈
(−ε,+ε) для n ∈ ω. Следовательно, g(R) ⊂ (−ε,+ε). Из (?) вытекает, что G ×
{ yn } ⊂ Vn × { yn } ⊂ Q1 и, следовательно, f(G × { yn }) ∩ [−2ε,+2ε] = ∅ для
n ∈ ω. Так как y′ — предельная точка дял последовательности (yn)n∈ω , то g(G)∩
(−2ε,+2ε) = ∅. Получаем, что функция g функционально отделяет множества
R и G. Противоречие.
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В следующем предложении собраны результаты о раздельно непрерывных
функциях. Отсутствующие определения можно найти в соответствующих ста-
тьях.

Предложение 2. Пусть X и Y — пространства, y ∈ Y и Φ: X × Y → R —
раздельно непрерывная функция.

(1) Если X — сильно бузиадовское (strongly Bouziad) пространство и y — q∗D-
точка (q∗D-point) для некоторого всюду плотного множества D ⊂ Y , то Φ
сильно квазинепрерывно в каждой точке X × { y } [17, Lemma 4].

(2) Если X содержит всюду плотное W̃ -пространство и Y бэровское, то функ-
ция Φ квазинепрерывна [24, Proposition 4].

(3) Если в X всюду плотно множество точек со счетным π-характером и Y бэ-
ровское, то функция Φ квазинепрерывна [24, Corollary 1].

Предложение 3. Если пространство X σ-β-неблагоприятно и пространство Y
псевдокомпактно, то пара пространств X и Y обладает свойством Намиоки.

Доказательство. Пусть Φ: X × Y → R — раздельно непрерывная функция,

ϕ : Y → Cp(X), ϕ(x)(y) = Φ(x, y).

Так как отображение ϕ непрерывно, то ϕ(Y ) псевдокомпатно и, следовательно,
ограничено в Cp(X). Из теоремы 3.4 работы [30] вытекает, что множество

M = {x ∈ X : ϕ(Y ) эквинепрерывно в x }

имеет типGδ и плотно вX . Следовательно, функция Φ непрерывна в точках мно-
жества M × Y .

Из предложений 1, 2, 3 и теоремы 3 вытекает следующее утверждение.

Предложение 4. Пусть X̃ и Ỹ — пространства, X ⊂ X̃ = X , Y ⊂ Ỹ = Y и для
пространств X и Y выполняется какое-либо из перечисленных ниже условий:

(1) X σf -β-неблагоприятно и является точечно почти qD-пространством;

(2) X σ-β-неблагоприятно и Y псевдокомпактно;

(3) X сильно бузиадовское и множество q∗D-точек плотно в Y ;

(4) X является W̃ -пространством и Y бэровское;

(5) X имеет счетный π-характер и Y бэровское.

Тогда любая раздельно непрерывная функция Φ: X̃ × Ỹ → R квазинепрерывна.
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4 µ#
pc-Псевдокомпактные пространства

ПространствоX называется pf -пространством, если любое псевдокомпактное про-
странствоY ⊂ X содержит точку счетного характера [24]. Назовем пространство
X pf #-пространством, если Cp(X) является pf -пространством.

Предложение 5 ([24, Theorem 3]). Псевдокомпактное пространство X является
µ#
pc-псевдокомпактным, если и только если выполняется одно из эквивалентных

условий:

(1) X является pf #-пространством;

(2) для любого псевдокомпактного пространства Y ⊂ Cp(X) выполняется од-
но из эквивалентных условий:

(a) Y — компакт Эберлейна;
(b) Y µ#

pc-псевдокомпактно;
(c) множество { f ∈ Y : ограничение топологий поточечной и равномер-

ной сходимости совпадают в точке f } плотно в Y ;
(d) множество { f ∈ Y : f — точка счетного характера в Y } плотно в Y ;
(e) множество { f ∈ Y : f — точка счетного π-характера в Y } плотно в

Y ;

(3) для любого псевдокомпактного пространства Y выполняется одно из экви-
валентных условий:

(a) (X,Y ) — пара Гротендика;
(b) (Y,X) — пара Гротендика;
(c) для X и Y выполняется условие Намиоки;
(d) для Y и X выполняется условие Намиоки.

Из предложений 4 и 5 и теоремы 2 вытекает следующее утверждение.

Теорема 4. Пусть X — псевдокомпактное пространство, Y ⊂ X = Y и выпол-
няется какое-либо из перечисленных ниже условий:

(1) Y является точечно почти qD-пространством;

(2) Y σ-β-неблагоприятно;

(3) Y является сильно бузиадовским пространством;

(4) Y является W̃ -пространством;

(5) Y имеет счетный π-характер.

Тогда X µ#
pc-псевдокомпактно.
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Доказательство. Поскольку псевдокомпактное пространствоσf -β-неблагоприят-
но [7], теорема вытекает из предложений 4 и 5 и теоремы 2.

ПространствоX назовем cf -пространством, если любое компактное простран-
ство Y ⊂ X содержит точку счетного характера. Назовем пространство X cf #-
пространством, если Cp(X) является cf -пространством.

Следующее утверждение широко известно.

Предложение 6. Пусть X — псевдокомпактное пространство и x ∈ X . Точка x
является точкой счетного характера в X , если и только если x — точка типа Gδ .

Доказательство. Пусть (Un)n∈ω — последовательность открытых подмножеств
X , для которой

⋂
n∈ω Un = {x }. Существует последовательность (Vn)n∈ω от-

крытых подмножеств X , удовлетворяющая условию

x ∈ Vn+1 ⊂ Vn+1 ⊂ Vn ⊂ Un

для n ∈ ω. Покажем, что (Vn)n∈ω — база окрестностей точки x. Пусть U ⊂ X
— открытая окрестность точки x. Покажем, что Vn ⊂ U для некоторого n ∈ ω.
Предположим противное. Существует открытая окрестностьV точкиx, для кото-
рой V ⊂ U . ПоложимWn = Vn \V . ТогдаWn 6= ∅. Так какX псевдокомпактно,
то последовательность (Wn)n∈ω накапливается к некоторой точке y ∈ X . Так как
Wn ⊂ Vn, то y ∈

⋂
n∈ω Vn = {x }, то есть x = y. Поскольку x ∈ V иWn∩V = ∅,

получаем противоречие с тем, что (Wn)n∈ω накапливается к x.

Из этого предложения вытекает, что пространство X является pf -простран-
ством (cf -пространством), если и только если в каждом псевдокомпактном (ком-
пактном) пространстве P ⊂ X есть точка типа Gδ .

Предложение 7. Пусть X — pf -пространство, Y — пространство и f : Y → X
— непрерывное иньективное отображение. Тогда Y является pf -пространством.

Доказательство. Пусть P ⊂ Y псевдокомпактно. Тогда ϕ(Y ) псевдокомпактно,
и так как X pf -пространство, то некоторая точка x ∈ ϕ(Y ) является точкой типа
Gδ . Значит, ϕ−1(x) — точка типа Gδ в P .

Предложение 8. Если X — µpc-полное cf -пространство, то X — pf -простран-
ство.

Доказательство. Пусть P ⊂ X псевдокомпактно. Тогда K = P компактно и
некоторая точка x ∈ K имеет счетную базу (Un)n∈ω в K. Положим Vn = Un ∩P
для n ∈ ω. Последовательность (Vn)n∈ω имеет единственную предельную точку
x в K. Так как P псевдокомпактно, то x ∈ P .

Предложение 9. Пространство X является pf #-пространством, если выполняет-
ся какое-либо условие из перечисленных ниже:

(1) X является непрерывным образом pf #-пространства;

(2) в X есть всюду плотное pf #-пространство;
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(3) X является µ#
pc-полным cf #-пространством.

Доказательство. (1) Пусть ϕ : Y → X — непрерывное сюрьективное отображе-
ние и Y — pf #-пространство. Тогда ϕ#(Cp(X)) ⊂ Cp(Y ) иCp(X) вкладывается в
Cp(Y ). Очевидно, подпространство pf -пространства является pf -пространством.
Поэтому Cp(X) — pf -пространство.

(2) Пусть Y ⊂ X = Y — pf #-пространство. Отображение πX
Y : Cp(X) →

Cp(Y ) инъективно, поэтому из предложения 7 вытекает, что Cp(X) — pf -про-
странство.

Утверждение относительно условия (3) вытекает из предложения 8.

Теорема 5. ПустьX — псевдокомпактное пространство и плотное подпростран-
ство Y ⊂ X = Y является непрерывным образом µ#

pc-полного cf #-пространства.
Тогда X µ#

pc-псевдокомпактно.

Доказательство. Пусть Y является непрерывным образом µ#
pc-полного cf #-про-

странства Z. Из предложения 9(3) вытекает, что Z — pf #-пространство, из пред-
ложения 9(1) вытекает, что Y — pf #-пространство, и из предложения 9(2) выте-
кает, что X — pf #-пространство. В силу предложения 5(1) пространство X µ#

pc-
псевдокомпактно.

Предложение 10 ([32, Теорема 1], [33, Теорема 3.7′]). В компактномω-монолитном
пространстве счетной тесноты есть точка счетного характера.

Предложение 11. ПространствоX является cf #-пространством, если выполняет-
ся какое-либо условие из перечисленных ниже:

(1) любое компактное подпространство пространства Cp(X) ω-монолитно и
имеет счетную тесноту;

(2) X ω-устойчиво и e(Xn) ≤ ω для любого n ∈ ω;

(3) (MA + ¬CH) e(Xn) ≤ ω для любого n ∈ ω;

(4) (PFA) e(X) ≤ ω;

(5) X является линделёфовым Σ-пространством;

(6) X является линделёфовым p-пространством.

Доказательство. Утверждение относительно условия (1) вытекает из предложе-
ния 10.

Чтобы доказать, что X является cf #-пространством при выполнении любого
из условий (2)–(6), достаточно проверить, что каждое из этих условий влечет за
собойω-монолитность и счетность тесноты любого компактного подпространства
пространства Cp(X).

Итак, пусть K ⊂ Cp(X) — компакт. Положим Z = ∆(K)(X). Тогда Z ⊂
Cp(K) является непрерывным образом пространстваX и отображение∆(Z) : K →
Cp(Z) вкладывает компакт K в Cp(Z). Так как Z вкладывается в Cp(K) и K —
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компакт, то из теоремы Батурова [34, теорема III.6.1], [8, теорема 1] вытекает, что
l(Zn) ≤ e(Xn) для всех n ∈ ω.

(2) Так как X ω-устойчиво, то Cp(X) и, следовательно, K ω-монолитно [34,
теорема II.6.8]. Так как l(Zn) ≤ e(Xn) ≤ ω дляn ∈ ω, то, в силу теоремы Архангельского–
Пыткеева [34, теорема I.1.1], теснота пространств Cp(Z) и K счетна.

(3) Из теоремы 4.3 работы [2] вытекает, что в предположении (MA + ¬CH)
компакт K ω-монолитен и имеет счетную тесноту.

(4) Так как Z линделёфово и K вкладывается в Cp(Z), то в предположении
(PFA)K имеет счетную тесноту [34, теорема IV.11.14]. Согласно [18, Theorem 1.9]
в этом предположении компакт K ω-монолитен.

(5) Так как линделёфово Σ-пространство устойчиво [34, теорема I.6.21], то
компактK монолитен. Теснота пространстваCp(X) для линделёфоваΣ-простран-
ства X счетна [34, следствие II.16]; следовательно, теснота компакта K счетна.

Утверждение относительно условия (6) вытекает из (5).

Предложение 12 ([2, Corollary 2.7], [33, теорема 8.1]). Любое kσ-окрашенное про-
странство µ#

pc-полно.

В частности, (локально) сепарабельные пространства, k-пространства, kR-про-
странства, секвенциальные пространства и пространства со (слабой функциональ-
ной) счетной теснотой µ#

pc-полны.

Теорема 6. ПустьX — псевдокомпактное пространство и некоторое его плотное
подпространство является непрерывным образом kσ-окрашенного пространства
Y , для которого выполняется одно из следующих условий:

(1) Y ω-устойчиво и e(Y n) ≤ ω для любого n ∈ ω;

(2) (MA + ¬CH) e(Y n) ≤ ω для любого n ∈ ω;

(3) (PFA) e(Y ) ≤ ω.

Тогда X µ#
pc-псевдокомпактно.

Доказательство. Из предложения 11 вытекает, что Y — cf #-пространство, и из
предложения 12 вытекает, что Y — µ#

pc-полное пространство. По теореме 5 X
µ#
pc-псевдокомпактно.

Предложение 13. Если пространство X содержит линделёфово Σ-пространство
в качестве всюду плотного подпространства, то X является pf #-пространством.

Доказательство. Пусть D ⊂ X = D — линделёфово Σ-пространство. Тогда D
является непрерывным образом некоторого линделёфова p-пространства Y . Про-
странство Y µ#

b-полно [2, Theorem 2.15] и, следовательно,µ#
pc-полно. Из предложе-

ния 11(6) вытекает, что Y — cf #-пространство. Из предложения 9(3) вытекает, что
Y — pf #-пространство. Из предложения 9(1) вытекает, что D — pf #-простран-
ство. Наконец, из предложения 9(2) вытекает, что X — pf #-пространство.

Теорема 7. Пусть X — псевдокомпактное пространство и X содержит линделё-
фово Σ-пространство в качестве плотного подпространства. Тогда X µ#

pc-псевдо-
компактно.
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Доказательство. Из предложения 13 вытекает, что X — pf #-пространство, и из
предложения 5(1) вытекает, что X µ#

pc-псевдокомпактно.

5 Свойства расположения подмножеств в пространствах
Под свойством расположения мы понимаем такое свойство, которым может об-
ладать подпространство Y по отношению ко всему пространству X . Если такое
свойство R для пары пространств Y и X выполняется, то мы говорим, что Y R-
расположено вX . Свойство расположенностиR назовем непрерывно инвариант-
ным, если выполняется условие: если Y ⊂ X R-расположено в X и f : X → Z
— непрерывное отображение, то f(Y ) R-расположено в Z. Свойство располо-
жения R назовем свойством типа ограниченности, если оно непрерывно инвари-
антно и выполняется условие: в пространстве со счетной базой замыкание каждо-
го R-расположенного множества является компактом. Если R — свойство типа
ограниченности, то мы будем говорить <<Y R-ограничено вX>> вместо <<Y R-
расположено в X>>.

Четыре свойства типа ограниченности были определены во ведении — Rk ,
Rcc, Rpc и Rb. Пространство X назовем µ[R]-полным, если R(X) ⊂ Rk(X), то
есть Y компактно для каждого Y R-расположенного в X подмножества. Про-
странствоX назовем µ#[R]-полным, еслиCp(X) является µ[R]-полным. µcc-Пол-
ные, µpc-полные и µb-полные пространства — это µ[Rcc]-полные, µ[Rpc]-полные
и µ[Rb]-полные пространства, соответственно. µ#

cc-Полные, µ#
pc-полные и µ#

b-пол-
ные пространства — это µ#[Rcc]-полные, µ#[Rpc]-полные и µ#[Rb]-полные про-
странства, соответственно.

Мы будем называть наследственноµ[R]-полные пространстваhµ[R]-полными
и пространства X , для которых Cp(X) является hµ[R]-полным пространством,
hµ#[R]-полными. Соответственно, hµb-полные пространства — это hµ[Rb]-пол-
ные пространства, hµ#

b-полные пространства — это hµ#[Rb]-полные пространства
и т.п.

Предложение 14 ([34]). Компактные hµ#
cc-полные пространства — это в точно-

сти компакты Фреше–Урысона. Компактные hµ#
pc-полные пространства — это в

точности компакты Прейсса–Симона.
Пространство X является hµ#

cc-полным, если и только если X является µ#
cc-

полным и любое компактное подмножество пространствоX является компактом
Фреше–Урысона.

Пространство X является hµ#
pc-полным, если и только если X является µ#

pc-
полным и любое компактное подмножество пространстваX является компактом
Прейсса–Симона.

Компакты Эберлейна являются компактами Прейсса–Симона.

Предложение 15. Пусть R — свойство типа ограниченности,X — пространство,
Y R-ограничено в X и Z ⊂ Cp(X) µ#[R]-полно.

(1) Если Z ограничено в Cp(X), то πX
Y (Z)

Cp(Y |X)
— компакт Эберлейна.

(2) Если Z псевдокомпактно, то πX
Y (Z) — компакт Эберлейна.
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Доказательство. (1) Пусть ϕ = ∆(Z) : X → Cp(Z). Положим X ′ = Cp(Z), Y ′ =
ϕ(Y ), ψ = ∆(X ′) и Z ′ = ψ(Z) ⊂ Cp(X

′). Положим также ϕY = ϕ|Y . Тогда
ϕ#
Y : Cp(Y

′) → Cp(Y ) есть топологическое вложение и

ϕ#
Y (π

X′

Y ′ (Z ′)) = πX
Y (Z) и ϕ#

Y (Cp(Y
′|X ′)) ⊂ Cp(Y |X).

Так как R непрерывно инвариантно, то Y ′ R-ограничено вX ′, и так как Z µ#[R]-
полно, то K = Y ′ компактно. Компакты C-вложены в любое объемлющее про-
странство; следовательно, Cp(K|X ′) = Cp(K). Поскольку Cp(K) µb-полно и
Z ′′ = πX′

K (Z ′) ограничено в Cp(K), Z ′′ — компакт Эберлейна. Значит, T =

πK
Y ′(Z ′′) — компакт Эберлейна, причем T ⊂ Cp(Y

′|X ′) и T = πX′
Y ′ (Z ′). Сле-

довательно, πX
Y (Z) = ϕ#

Y (T ) ⊂ Cp(Y |X) — компакт Эберлейна.
(2) Из (1) вытекает, что K = S

Cp(Y |X) — компакт Эберлейна, где S = πX
Y (Z).

Так как S — плотное псевдокомпактное подмножество компакта Эберлейна K и
компакты Эберлейна являются компактами Прейсса–Симона, то K = S.

Предложение 16. ПустьX — пространство, P — σ-ограниченное подмножество
X , P ⊂ Y ⊂ P и Z — относительно счетно компактное подмножество простран-
ства Cp(X). Тогда замыкание множества πX

Y (Z) в Cp(Y |X) является компактом
Эберлейна.

Доказательство. Пусть P =
⋃

n∈ω Pn, где Pn ограничено в X . Пусть F = Z. То-
гда F счетно пракомпактно и, следовательно, µ#

b-полно [33, теорема 2.9]. Из пред-

ложения 15(2) вытекает, что πX
Pn

(F ) — компакт Эберлейна. Значит, K = F ′ R
P

является компактом Эберлейна, где F ′ = πX
P (F ). Так как компакты Эберлей-

на являются компактами Прейсса–Симона, то K = F ′ ⊂ Cp(K|X). Отобра-
жение πY

P : Cp(Y |X) → Cp(K|X) является уплотнением, поскольку P плотно в
Y . Пространство Q = πX

Y (F ) псевдокомпактно и уплотняется на компакт Эбер-
лейнаK. Следовательно [34],Q гомеоморфно компактуK и является компактом
Эберлейна. Осталось заметить, что Q является замыканием множества πX

Y (Z) в
Cp(Y |X).

Это предложение положительно решает задачу III.4.25 из книги [34].

Предложение 17. Пусть X — пространство, λ — покрытие пространства Y и
Z ⊂ Cp(X). Если выполняется какое-либо из условий, перечисленных ниже, то
Z предкомпактно в Cp(X):

(1) λ функционально порождает X и πX
Y (Z) предкомпактно в Cp(Y |X);

(2) λ сильно функционально порождает X и πX
Y (Z) предкомпактно в Cp(Y ).

Доказательство. ПустьK = Z
RX

и f ∈ K. Множество Z поточечно ограничено,
поэтому K — компакт.

(1) f |Y ∈ πX
Y (K) ⊂ Cp(Y |K) дляY ∈ λ. Так какλфункционально порождает

X , то f ∈ Cp(X).
(2) f |Y ∈ πX

Y (K) ⊂ Cp(Y ) для Y ∈ λ. Так как λ сильно функционально
порождает X , то f ∈ Cp(X).
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Теорема 8. bσ-Окрашенные пространства µ#
cc-полны.

Доказательство. ПустьX — bσ-окрашенное пространство иZ относительно счет-
но компактно в Cp(X). Из предложения 16 вытекает, что πX

Y (Z) предомпактно в
Cp(Y |X) для Y ∈ Pb(X), и из предложения 17 вытекает, что Z предкомпактно в
Cp(X).

Теорема 8 усиливает теорему 8.3 из [33]: pσ-окрашенные пространства µ#
cc-

полны. В [33, задача 8.9] была поставлена задача: найти пример не bσ-окрашен-
ного пространства. Отметим, что недискретное пространство, в котором каждое
счетное подмножество C-вложено, не является bσ-окрашенным пространством,
поэтому, например, одноточечная линделёфикация дискретного несчетного про-
странства не bσ-окрашена. Теорема 8 позволяет строить другие примеры не bσ-
окрашенных пространств.

Пример 1. Пусть C — какое-нибудь сепарабельное счетно компактное не ком-
пактное пространство [35, 23], и пустьX = Cp(C). ПространствоX субметризу-
емо, имеет счетное число Суслина и, так какC замкнуто вкладывается вCp(X), не
является µ#

cc-полным. Из теоремы 8 вытекает, что X не является bσ-окрашенным.

6 Слабо q-пространства и игра Асанова–Величко
В [6] с помощью топологической игры определен широкий класс слабо q-про-
странств, который является подклассом µ#

b-полных пространств. В [1] модифи-
кация игры Асанова–Величко была использована для изучения предкомпактных
подмножеств функциональных пространств. Здесь мы рассматриваем дальней-
шую модификацию игры Асанова–Величко.

Пусть X — пространство, A ⊂ X , x ∈ A \A и λ — некоторое покрытие про-
странстваX . Определим правила ходов игрыAV (X,x,A, λ). Играют два игрока,
α и β.

n-й
ход.

Игрок β выбирает окрестность Vn точки x. Игрокα выбираетSn ⊂ A таким
образом, что Sn ⊂ L для некоторого L ∈ λ.

После счетного числа ходов получаем партию:

(V0, S0, . . . , Vn, Sn, . . .).

Определим правила определения победителя.

(I) Игрок α выиграл, если
⋂

n∈ω Vn ∩
⋃

n∈ω Sn 6= ∅.

(If ) Игрок α выиграл, если существует S ⊂
⋂

n∈ω Vn, такое, что S ⊂ L для
некоторого L ∈ λ и множества S и

⋃
n∈ω Sn функционально неотделимы.

Будем говорить, что

(W -q) X — W -q-пространство относительно λ, если для всякого незамкнутого
A ⊂ X найдется x ∈ A \ A, такое, что игра Γ(AV (X,x,A, λ), I) α-бла-
гоприятна;
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(w-q) X —w-q-пространство относительноλ, если для всякого незамкнутогоA ⊂
X найдется x ∈ A \ A, такое, что игра Γ(AV (X,x,A, λ), I) β-неблагопри-
ятна;

(W -qf ) XW -qf -пространство относительно λ, если для любой разрывной функции
f : X → R существуют незамкнутое множество A ⊂ X и точка x ∈ A \ A,
такие, что f(x) /∈ f(A) и игра Γ(AV (X,x,A, λ), If ) α-благоприятна;

(w-qf ) X w-qf -пространство относительно λ, если для любой разрывной функции
f : X → R существуют незамкнутое множество A ⊂ X и точка x ∈ A \ A,
такие, что f(x) /∈ f(A) и игра Γ(AV (X,x,A, λ), If ) β-неблагоприятна.

Предложение 18. Пусть f : X → R — разрывная функция. Тогда

(1) существует такое незамкнутое множествоA ⊂ X , что f(x) /∈ f(A) для всех
x ∈ A \A;

(2) если D ⊂ X = D, то существует такое незамкнутое множество A ⊂ D, что
f(x) /∈ f(A) для некоторого x ∈ A \A.

Доказательство. (1) Так как f разрывна, то A = f−1(F ) не замкнуто для некото-
рого замкнутого множества F ⊂ R. Тогда f(x) 6∈ F ⊃ f(A) для всех x ∈ A \A.

(2) Согласно [33, лемма 2.8] существует x′ ∈ X , для которого функция f |D′

разрывна на D′, где D′ = D ∪ {x′ }. Из (1) вытекает, что существует незамкнутое
в D′ множество A′ ⊂ D′, так что f(x) /∈ f(A′) для некоторого x ∈ D′ ∩ A′ \ A′.
Положим A = A′ ∩D = A \ {x′ }. Тогда f(x) /∈ f(A) и x ∈ A \A.

В [6] для x ∈ A \ A введено понятие слабо q-точки относительно A, которое
совпадает с условием, что игра Γ(AV (X,x,A,Ps(X)), I) α-благоприятна.

Назовем пространствоXWs-q-пространством (ws-qf -,Ws-qf -,ws-q-простран-
ством), если X является W -q-пространством (соответственно, w-qf -, W -qf -, w-q-
пространством) относительно Ps(X). Классы слабо q-пространств и Ws-q-про-
странств совпадают.

ПоложимP1(X) = { {x } : x ∈ X }. Назовем пространствоXW1-q-простран-
ством (w1-qf -,W1-qf -,w1-q-пространством) , еслиX являетсяW -q-пространством
(соответственно,w-qf -,W -qf -,w-q-пространством) относительно семействаP1(X).

Игры Γ(AV (X,x,A,P1(X)), I) и Γ(AV (X,x,A,Ps(X)), If ) совпадают. Пе-
реформулируем игру Γ(AV (X,x,A,P1(X)), I).

Пусть X — пространство, A ⊂ X и x ∈ A \ A. Определим правила ходов
игры AV1(X,x,A). Играют два игрока, α и β.

n-й
ход.

Игрок β выбирает окрестность Vn точки x. Игрок α выбирает xn ∈ A.

После счетного числа ходов получаем партию:

(V0, x0, . . . , Vn, xn, . . .).

Определим правило определения победителя:
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(I1) игрок α выиграл, если
⋂

n∈ω Vn ∩ {xn : n ∈ ω } 6= ∅.

Игра Γ(AV (X,x,A,P1(X)), I) эквивалентна игре Γ(AV1(X,x,A), I1).

Предложение 19. Все почти qD-пространства являются W1-qf -пространствами.

Доказательство. Пусть X — почти qD-пространство и D ⊂ X = D — плотное
множество из определения почти qD-пространства, и пусть f : X → R — разрыв-
ная функция. В силу предложения 18(2) существуют A ⊂ D и x ∈ A \ A, для ко-
торых f(x) /∈ f(A). Покажем, что игра G = Γ(AV (X,x,A, I1) α-благоприятна.
Пусть s— выигрышная стратегия для игрока α в игре Q = Γ(NP (X,x,D), SQ).
Определим выигрышную стратегию для α в игре G. При построении стратегии
будем также строить последовательности (Un)n∈ω и (Wn)n∈ω открытых окрест-
ностей точки x. Положим Wn−1 = Un−1 = X .

n-й
ход.

Игрок β выбирает окрестность Vn точкиX . ПустьWn — окрестность точки
x, для которой Wn ⊂Wn−1 ∩ Vn ∩ Un−1. Возьмем xn ∈Wn ∩A. Положим

Un = s(x0, U0, . . . , xn−1, Un−1, xn).

После счетного числа ходов получаем партию (Vn, xn)n∈ω игры G , партию
(xn, Un)n∈ω игры Q и последовательность (Wn)n∈ω . Так как стратегия s выиг-
рышная для α в игре Q, то (xn)n∈ω накапливается к некоторой точке x′ ∈ X ,
причем x′ ∈

⋂
n∈ω Vn, поскольку xn ∈ Wn ⊂ Wn ⊂ Wn−1 ∩ Vn для n ∈ ω.

Следовательно, выполняется условие (I1).

Предложение 20. Все счетно пракомпактные пространства являются qD-про-
странствами.

Доказательство. Пусть D — плотное относительно счетно компактное подпро-
странство пространства X . Положим Un = X для n ∈ ω. Если xn ∈ Un ∩ D =
D для n ∈ ω, то последовательность (xn)n∈ω накапливается к некоторой точке
X .

Пример 2. Обозначим через Σ(0) Σ-произведение несчетного числа гомеоморф-
ных копий отрезка [0, 1] вокруг нуля, т.е. подпространство пространства [0, 1]ω1 ,
состоящее из всех точек, у которых не более чем счетное число координат отлич-
но от 0. Пусть L ⊂ [1/2, 1]ω1 — подпространство, гомеоморфное одноточечной
линделификации дискретного множества мощности ω1 с единственной неизоли-
рованной точкой l∗. ПоложимX = Σ∪L. Так какΣ плотно вX и счетно компакт-
но, тоX счетно пракомпактно. ПустьA = L\{ l∗ }. СледовательноТогдаπX

Y (Z) =
ϕ#
Y (T ) ⊂ Cp(Y |X) компакт Эберлейн. Тогда игра Γ(AV (X, l∗, A,Ps(X)), I) β-

благоприятна: чтобы выиграть, игроку β достаточно выбирать Vn таким образом,
чтобы выполнялось условие Vn ∩Si = ∅ для i ≤ n. Следовательно, l∗ не является
слабо q-точкой относительно A.

ПространствоX счетно пракомпактно, но не является слабо q-пространством.

Предложение 21 ([16, Example 1]). Любое произведение полных по Чеху про-
странств является почти qD-пространством.
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В [6] для x ∈ A \ A введено понятие слабо q-точки относительно A, которое
совпадает с условием, что игра Γ(AV (X,x,A,Ps(X)), I) α-благоприятна.

Семейство множеств λ называется замкнутым относительно счетных объеди-
нений, если

⋃
µ ∈ λ для любого не более чем счетного подсемейства µ ⊂ λ.

Предложение 22. Пусть X — пространство, Z ⊂ Cp(X) и λ — замкнутое отно-
сительно счетных объединений покрытие пространстваX , такое, что для каждого
M ∈ λ выполнены условия:

(λ1) замыкание S = Z
Cp(X|M), где Z = πX

M (Y ), компактно;

(λ2) S =
⋃
{Q : Q ⊂ Z, |Q| ≤ ω }.

Предположим, чтоX при этом являетсяw-qf -пространством относительноλ. То-
гда замыкание множества Y в Cp(X) компактно.

Доказательство. Предположим противное. Обозначим через K замыкание мно-
жества Y в RX . Из того, что покрытие λ замкнуто относительно счетных объ-
единений, вытекает, что Y поточечно ограничено и, следовательно,K — компакт.
Пусть f ∈ K \Cp(X). ПосколькуX является w-qf -пространством относительно
λ, вытекает существование незамкнутого множества A ⊂ X и точки x ∈ A \ A,
для которых f(x) /∈ f(A) и игра G = Γ(AV (X,x,A, λ), If ) β-неблагоприятна.
Возьмем элемент покрытия Lx ∈ λ, содержащий точку x. Положим L−1 = ∅ и
V−1 = X . Положим

Ω(h,Q) = sup{ |h(x1)− h(x2)| : x1, x2 ∈ Q }

для f ∈ RX и Q ⊂ X .
Определим стратегию для β в игре G. На n-м шаге игрок β будет также выби-

рать последовательность (fn,m)m∈ω ⊂ Y и элемент покрытия Ln ∈ λ.

n-й
ход.

Так какλ замкнуто относительно счетных объединений, то существуетLn ∈
λ, для которого

Lx ∪ Ln−1 ∪
⋃
i<n

Si ⊂ Ln.

Из условия (λ1) вытекает, что πX
Ln

(K) ⊂ Cp(X|Ln)— компакт, а из условия
(λ2) вытекает, что

f |Ln
∈ { fn,m : m ∈ ω }

Cp(X|Ln)

для некоторого (fn,m)m∈ω ⊂ Y . Возьмем такую окрестность Vn точки x,
что Vn ⊂ Vn−1 и

Ω(fi,j , Vn) <
1

2n

для i, j ≤ n. Игрок α выбирает Sn ⊂ A таким образом, что Sn ⊂ L′ для
некоторого L′ ∈ λ.
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Так как игра G β-неблагоприятна, то существует партия игры G , в которой
игрок β использует описанную стратегию и игрок α выигрывает, то есть выпол-
няется условие (If ): существует множество

S ⊂ G =
⋂
n∈ω

Vn,

такое, что S ⊂ L для некоторого L ∈ λ и множества S и S̃ =
⋃

n∈ω Sn функцио-
нально не отделимы.

Положим F = { fn,m : n,m ∈ ω } и L∗ =
⋃

n∈ω Ln. Так как f |Ln
∈ πX

Ln
(F)

дляn ∈ ω, то f |L∗
∈ πX

L∗
(F). Заметим, чтоΩ(fi,j , G) = 0, посколькуΩ(fi,j , Vn) <

1
2n для n ≥ max{i, j}, Возьмем

h ∈
⋂

{ { g ∈ F : g|L∗
∈W }

K
:W — окрестность точки f |L∗

в πX
L∗

(K) }.

Тогда h ∈ F K ⊂ K и h|L∗
= f |L∗

. Так как Ω(g,G) = 0 для g ∈ F , то Ω(h,G) =
0. Из того, что x ∈ L∗, вытекают равенства h(x) = f(x) и h(G) = { f(x) }. В силу
условия (λ1) M = L ∪ L∗ ∈ λ; значит, h|M ∈ πX

M (K) ⊂ Cp(X|M). Возьмем
q ∈ Cp(X), для которого h|M = q|M . Заметим, что h|L∗

= q|L∗
. Следовательно,

q(S) ⊂ q(G) = h(G) = { f(x) },

q(S̃) ⊂ q(A ∩ L∗) = f(A ∩ L∗) ⊂ f(A).

Так как f(x) /∈ f(A), то непрерывная функция q отделяет S и S̃ в противоречие
с тем, что S и S̃ функционально не отделимы.

Из предложения 22 вытекает следующее утверждение.

Предложение 23. ПустьX — пространство, R — свойство типа ограниченности
и λ — замкнутое относительно счетных объединений покрытие пространства X ,
такое, что для любого R-ограниченного вCp(X) множества Y ⊂ Cp(X) и любого
M ∈ λ выполнены условия:

(λ1) замыкание S = Z
Cp(X|M), где Z = πX

M (Y ), компактно;

(λ2) S =
⋃
{Q : Q ⊂ Z, |Q| ≤ ω }.

Предположим, что при этомX являетсяw-qf -пространством относительноλ. То-
гда X является µ#[R]-полным пространством.

Предложение 23 является обобщением предложения 3.4 из работы [1].
Назовем пространствоXWb-q-пространством (wb-qf -,Wb-qf -,wb-q-простран-

ством), если X является W -q-пространством (соответственно w-qf -, W -qf -, w-q-
пространством) относительно семейства Pb(X).

Теорема 9. Все wb-qf -пространства µ#
cc-полны.
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Доказательство. Пусть X — wb-qf -пространство. Семейство λ = Pb(X) явля-
ется замкнутым относительно счетных объединений покрытием пространстваX .
ПустьZ — относительно счетно компактное подмножество пространстваCp(X).
Из предложения 16 вытекает, что замыкание множества πX

Y (Z) в Cp(Y |X) явля-
ется компактом Эберлейна для любого Y ∈ λ; значит, выполнено условие (λ1)
предложения 23. Так как теснота компактов Эберлейна счетна, то выполняется
условие (λ2) предложения 23. Из предложения 23 вытекает, чтоX µ#

cc-полно.

Из предложения 23 вытекает следующее утверждение.

Предложение 24. Пусть X — пространство, R — свойство типа ограниченно-
сти и λ — замкнутое относительно счетных объединений покрытие простран-
ства X , удовлетворяющее такому условию: если M ∈ λ, то M — hµ#[R]-полное
пространство и каждое компактное подпространство пространстваCp(M) имеет
счетную тесноту. Если X является w-qf -пространством относительно λ, то X —
µ#[R]-полное пространство.

Теорема 10. Все ws-qf -пространства µ#
b-полны.

Доказательство. Пусть X — ws-qf -пространство. Семейство λ = Ps(X) явля-
ется замкнутым относительно счетных объединений покрытием пространстваX .
ПустьZ — ограниченное подмножество пространстваCp(X). Пусть Y ∈ Ps(X).
Так как Y сепарабельно, тоCp(Y ) субметризуемо и наследственноµb-полно. Сле-
довательно, замыкание множества πX

Y (Z) в Cp(Y |X) является метризуемым ком-
пактом. Из предложения 23 вытекает, что X µ#

b-полно.

Предложение 25. Для любого пространстваX сформулированные ниже условия
(1)–(5) связаны импликациями (1) ⇐ (2) ⇐ (3) ⇐ (4) ⇐ (5):

(1) X µ#
b-полно;

(2) X является ws-qf -пространством;

(3) X является W1-qf -пространством;

(4) X является почти qD-пространством;

(5) X является произведением полных по Чеху пространств.

Доказательство. Импликация (1) ⇐ (2) — это теорема 10. Импликация (2) ⇐ (3)
очевидна. Импликация (3) ⇐ (4) — это предложение 19. Импликация (4) ⇐ (5)
— это предложение 21.

Назовем пространствоXWc-q-пространством (wc-qf -,Wc-qf -,wc-q-простран-
ством), если X является W -q-пространством (соответственно w-qf -, W -qf -, w-q-
пространством) относительно Pc(X).

Теорема 11. Все wc-qf -пространства µ#
pc-полны.
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Доказательство. Пусть X — wc-qf -пространство. Семейство λ = Pc(X) пред-
ставляет собой замкнутое относительно счетных объединений покрытие простран-
ства X . Пусть Z — псевдокомпактное подмножество пространства Cp(X). Из
предложения 16 вытекает, что замыкание множества πX

Y (Z) в Cp(Y |X) является
компактом Эберлейна для любого Y ∈ λ; значит, выполнено условие (λ1) предло-
жения 23. Так как теснота компактов Эберлейна счетна, то выполнено и условие
(λ2) предложения 23. Из предложения 23 вытекает, что X µ#

pc-полно.
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